Matrices

Matrices
I Généralités
Définition : Soit n et p deux entiers naturels non nuls.

Une matrice de dimension # x p est un tableau de nombres réels comportant n lignes et p colonnes. Les
nombres de ce tableau sont appelés les coefficients de la matrice.

Soit A une matrice de dimension nx p. Pour 1 <i <net1l <j<p, le coefficient se trouvant a I'intersection
de la ligne i et de la colonne j de la matrice A est noté a;;.

appy 4y ... Ell]' (le
a1 dzy ... ﬂzj azp
OnadoncA=| o que l'on note aussi A = (a,-j)
app  Adjp ... a,'j aip
ay1 4y ... an]- anp
2 53 -4
. 7 6 -2,4
Exercice1 : M =
E— 1,2 3 4,5
-9 6 3

Donner la dimension de la matrice M et les coefficients m3,, m,; et m3.
Définitions : Soit M une matrice de dimension n x p.

* Sin=palors M est une matrice carrée de taille n.

* Sip=1alors M est une matrice colonne (ou vecteur colonne) de taille n.

* Sin=1 alors M est une matrice ligne (ou vecteur ligne) de taille p.

¢ Si tous les coefficients de M sont nuls alors M est une matrice nulle .

* Si M est carrée de taille n et que ses coefficients sont nuls sauf, peut-étre, les éléments diagonaux
{ay1;a22;...5a,,} alors M est une matrice diagonale de taille n.

* Si M est diagonale de taille n avec des coefficients diagonaux tous égaux a 1 alors M est la matrice identité
de taille n et on la note I,,.

Exercice 2 : Caractériser les matrices suivantes et donner leur dimension.

L o 5 0 0 1 -2 3 V3 0 0
0 0 3 7 -8 9 3

Définition : Deux matrices sont égales lorsqu’elles ont la méme dimension et que tous les coefficients de
mémes indices égaux.

cos(%) —sin(%) 0 0,5 —‘/75 0
Exemple : En radian, soit A = sin(%) cos (%) oletB= \/Tg 0,5 0 alors A = B.
0 0 1 0 0 1

Définition : Une matrice A = (aij) carrée de taille n est symétrique lorsque pour tous les entiers 1 <i<n
et1<j<mn, onaa;=aj.

1 -2 3
Exemple: C=|-2 6 4 [estune matrice symétrique.
3 4 -7
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II Opérations sur les matrices
1) Addition des matrices

Définition : Soit A et B des matrices de méme dimension, la somme de A et B est la matrice, notée A + B,
dont les coefficients sont obtenus en additionnant les coefficients de mémes indices des matrices A et B.

Autrement dit, si A= (aij) et B= (bl-]-) alors A+ B = (aij + bl-]-).

. 4 -5 6 -7 4 -1
Exerc1ce3.M_(_1 ) _3)etN_(9 P _3),calculerM+N.

2) Multiplication d’'une matrice par un réel

Définition : Soit A une matrice et A un réel, le produit de A par A est la matrice, notée 1A, dont les coeffi-
cients sont obtenus en multipliant tous les coefficients de A par A.

Autrement dit, si A= (aij) et Ae Ralors 1A = (/\ X aij).

Exercice 4: M = ( 4 5 6 ), calculer 3M.

-1 2 -3
Définition : Soit A une matrice, —1A est notée —A et est appelée matrice opposée de A.

Propriété : Soit A une matrice, A+ (—-A)=—-A+ A = O ou O est la matrice nulle de méme dimension que A.

Définition : Soit A et B des matrices de méme dimension, la soustraction des matrices A et B est définie
par A-B=A+(-B).

Propriétés : Pour toutes matrices A et B de méme dimension et tous réels A et y:

e A+B=B+A laddition des matrices est commutative

A+(B+C)=(A+B)+C [l'addition des matrices est associative

AMA+B)=AA+ AB le produit par un réel est distributif par rapport a l'addition des matrices

(A+puA=AA+uA le produit par un réel est distributif par rapport a l'addition des réels
A(pA) = (Axp)A

. 4 -5 6 -7 4 -1
Exercice 5 .M—(_1 ) _3) etN—( 9 6 _3), calculer 2M - 3N.
3) Produit d’une matrice ligne par une matrice colonne

Définition : Soit A une matrice ligne de taille n et B une matrice colonne de taille # alors le produit AB est
le réel défini par :

b1
: n
AB:(CIH e ayg ... aln) bil :allxbll+-~-+a1ixbi1+-~~+a1nxbn1:Zalixbil

. i=1
bnl

5

Exercice6:L=(—2 4 3)etC: -1, calculer LC.
6

4) Produit de deux matrices

Le produit AB de deux matrices A et B n’existe que si le nombre de colonnes de A est égal au nombre de
lignes de B.
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Matrices

Soit A une matrice de dimension nxp et B une matrice de dimension p xq alors le produit AB est la matrice
de dimension # x g dont le coefficient d’indices ij est le produit de la ligne i de A par la colonne j de B.

P

Pour A = (a;;) et B= (bkj) alors AB = (cl-]-) avec ¢jj = aj; X byj+ -+ aj xbgj+ - +aj, xbyi = Zuik X by

0 2 -1

Exercice7:A:(_2 1 0),3:(

-4 4

2 =2

Calculer les produits AC, BA, DA, DB, BE et EB.

Propriété : Soit A, B, C trois matrices, sous réserve que les dimensions sont compatibles, on a :

* en général AB # BA
¢ soit O une matrice nulle,
* ABC =(AB)C = A(BC)

e soitk € R,

¢ soit I une matrice identité,

le produit des matrices n'est pas commutatif ;

le produit des matrice est associatif ;
« A(B+C)=AB+ACet(B+C)A=BA+CA
kAB = (kA)B=A(kB) =k(AB);
IA=Al =A.

III Puissances d’une matrice carrée

),C: i,D:(—S» —2)etE:(1 0)

k=1

1 0

siA=0ouB=0alors AB=0 mais la réciproque est fausse;

le produit des matrice est distributif par rapport a 'addition ;

Définition : Soit A une matrice carrée d’ordre n et k un entier naturel, Ak =1, A...A

Corollaire : A? = I, Al=A, A?2=AA

3 9 -9
Exercice 8: M =|2 0
3 3 -3

0 |, calculer M¥ pour tout k € N.

——
k facteurs

et, pour tout entier naturel k, AR+l — Ak A — AAK,

Propriété : Soit D une matrice diagonale d’ordre n de coefficients diagonaux d;1,...,d,;,.

Pour tout entier naturel k, D¥ est la matrice diagonale de coefficients diagonaux dllk,..., 7

dll cee 0
Autrement dit,| 0 ... d;;
o ... O
-2 0 0
Exercice 9: M=|0 3
0O 0 -1

oV (df ... 0 ... o0
0|=|o d;;* 0
Ay 0 .. 0 d,k

0 |, calculer M* pour tout ke IN, 0 < k < 4.

IV Mémento calculatrice

k

Numworks

TI 83 (82)

Casio Graph 90+E (35+E)

Menu Calculs &

Boite a outils &

Matrices — Nouvelle matrice
Saisir les coefficients de gauche a
droite et du haut vers le bas a 1’aide
des fleches de direction.

Nommer la matrice (facultatif) :

Lot [sto—] puis A3 7

Opérations : A+B, 1.5A, A*Bet A

\ matrice \ (ou ‘ 2nde H matrice ‘ )
Sélectionner le nom puis éDIT
Saisir la dimension puis les coeffi-
cients de gauche a droite et du haut
vers le bas a I’aide des fleches de di-
rection.

Opérations :

‘ matrice ‘(ou‘ 2nde H matrice ‘)puis

sélectionner et | entrer

[A]+[B], 1.5[4], [A]+[B], [A]*

MENU | 1. Exe-Mat

F4|MATH | F1 |MAT/VCT

Saisir la dimension a
Autre méthode : MAT/VCT
Choisir le nom puis la dimension
Saisir les coefficients de gauche a
droite et du haut vers le bas a l’aide
des fléches de direction.
Opérations : A
MatA + MatB, 1.5MatA,
MatA*MatB, MatA*
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