Systémes linéaires

Systemes linéaires

Dans tout ce chapitre, n désigne un entier naturel non nul.

I Matrices inversibles
Propriété : Soit A une matrice carrée d’ordre n.
Si B est une matrice telle que AB = I, et C une matrice telle que CA =1,,, alors B=C.

Démonstration 1

Propriété : Soit A une matrice carrée d’ordre n.
* Si B est une matrice telle que AB = I, alors BA =I,,.
* Réciproquement, si B est une matrice telle que BA = I,, alors AB =1,,.

Remarque : cette propriété est admise mais, malgré son aspect simple, sa démonstration n’est pas évidente.

Définitions : Soit A une matrice carrée d’ordre n.
* Aest inversible s’il existe une matrice B telle que AB=BA =1,;

* Si elle existe, la matrice B est unique, elle est appelée matrice inverse de A et notée A~!.
Onaalors AA"l =A71A=1,.

Exercice 1 :

. 21 0,8 -0,2 S
1) Soit A = (3 4) et B= (_0, 6 0,4 ) Montrer que A et B sont des matrices inverses.

. 2 10 1 0
2) 501tC_(4 20),V_(0)etU_(0’2).

a) Calculer CV et CU.

b) En raisonnant par ’absurde, montrer que C n’est pas inversible.

s . a b . T
Propriétés : Soit A = (C d) une matrice carrée d’ordre 2.

¢ A est inversible si, et seulement si, ad — bc est non nul.

1 d -b
. _ -1 _
Lorsque ad — bc # 0 alors A e (—c . )

Démonstration 2

Définition : Le nombre ad — bc est appelé déterminant de la matrice A et est noté det A.

Exercice 2 : Montrer que la matrice (_ 9 3

) est inversible et calculer son inverse.
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Systémes linéaires

II Systemes linéaires

Définition : Un systéeme de n équations a n inconnues est un systéme linéaire de dimension n s’il peut
d’écrire sous la forme AX = B ou A est une matrice carrée d’ordre n, X = (x;) et B = (b;) des vecteurs
colonnes a n lignes.

Autrement dit, un systeme linéaire est de I’'une des formes suivantes équivalentes :

(/111X1+L112X2+...(11,1Xn:b1 ay; 4y ... A1)\ (X bl
ar1X1+dyX)+ ...a2nxn:b2 ay1 dpy ... Ay |l X2 bz
o4+ o+ o=
A1 X1 +a,0X0+ ... 4y X, = by, Ay Apy .. Agn )\ X, b,
x+2y+5z=-4
Exercice 3 : Ecrire sous forme matricielle le systeme linéaire § 2x-3z =4
2x-y-z =0

Propriété : Soit un systéme linéaire AX = B.
Si A est inversible alors ce systéme admet une unique solution qui s’écrit A~!B.

Démonstration 3

. . - . N 1 4y =
Exercice 4 : Ecrire sous forme matricielle puis résoudre le systéme Ox+dy=3 .
6x+2y =5
x+y+z =2
Exercice 5 : On considere le systeme S{ 2z- =0 .
3x+2z+4y=7

1) Ecrire S sous forme matricielle.
2) A l'aide de la calculatrice, montrer que la matrice du systéme est inversible.
3) En déduire les solutions de S par un produit matriciel.

Remarque : Soit un systeme linéaire AX = B.

Si A n’est pas inversible alors le systeme n’admet aucune solution ou en admet une infinité.

5 -0

Exercice 6 : Résoudre les systemes suivants :
2 -5\(x\_ (-7
-4 10/\y) \14

IIT Meémento calculatrice

Numworks TI 83 (82) Casio Graph 90+E (35+E)
Menu Calculs © \ matrice \ (ou ‘ 2nde H matrice ‘ ) MENU | 1. Exe-Mat
Boite a outils Sélectionner le nom puis éDIT Saisir la matrice
Matrices — Nouvelle matrice Saisir la matrice
Saisir la matrice Déterminant :
Eventuellement, la nommer A Déterminant : SHIFT H CATALOG ‘ Det ‘ SHIFT ‘
— MATH MAT || ALPHA |M

Déterminant : 1: dét([A])

Boite a outils &

I :
Matrices — det(M) det(A) nverse

Livier’d : | SHIFT || MAT || ALPHA |M[A] -1
Inverse : \matrice\ [A] ‘ 2nde ‘W

Boite a outils
Matrices — inverse(M) inverse(A)

Autre méthode: A -1
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