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Les nombres premiers

I Caractérisation
Définition : Un entier naturel p est premier s’il possede exactement deux diviseurs positifs : 1 et p.
Corollaire : Un entier naturel p est premier si, et seulement si, D*(p) = {1;p}.
Exemples :

* 1 n’est pas premier puisqu’il ne posseéde qu’un seul diviseur positif.

* 2 et 3 sont premiers puisque D*(2) = {1;2} et D*(3) = {1;3}.

* 6 n'est pas premier puisque D (6) = {1;2;3;6}
Propriétés : Soit n un entier naturel, n > 2,

* n admet au moins un diviseur premier p;

* Si nn’est pas premier alors n admet au moins un diviseur premier p < \/n.
Démonstration 1
Conséquence : Test de primalité d’'un nombre entier

Soit n un entier naturel, n > 2,
si n n’est divisible par aucun des nombres premiers inférieurs ou égaux a y/n alors n est un nombre premier.

Exercice 1 : Ecrire un algorithme qui teste puis affiche si un nombre entier naturel est premier.
Programmer cet algorithme et le faire fonctionner.

Propriété : Il existe une infinité de nombres premiers.

Démonstration 2 Démonstration d’Euclide

I Deécomposition en facteurs premiers

Théoréme : Théoreme fondamental de I’arithmétique
Tout entier naturel supérieur ou égal a 2 se décompose en produit de facteurs premiers.

De plus, cette décomposition est unique a 'ordre pres des facteurs.

SoitnelN, n>2 alors n :p‘f1 xpgzx---xp,‘f"

entiers naturels non nuls.

avec pi1,py,...,px des nombres premiers et ay, ay,...,a; des

Démonstration 3
Exercice 2 : Méthode pour obtenir la décomposition en facteurs premiers de 140.
Propriétés : Soit n € N, n > 2 alors, en reprenant les notations du théoreme précédent :
* Les diviseurs positifs de 7 sont les entiers p;" x pgz X+e X pfk ou 0< By <ay,
0<pr<ay ..., 0< B <ag;
* Le nombre de diviseurs positifs de n est donc (a1 +1)(az +1)...(ar +1).
Exercice 3 :
1) Calculer le nombre de diviseurs de 140.
2) Ecrire la forme générale d’un diviseur de 140.

3) Représenter l’arbre des diviseurs de 140.

Exercice 4 : Ecrire un algorithme qui donne la décomposition en facteur premiers d’un entier naturel.
Programmer cet algorithme et le faire fonctionner.
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IIT PPCM et PGCD de deux entiers

Définition : Soit m et n deux entiers non nuls, on appelle PPCM de m et n le plus petit multiple commun
strictement positif de m et de n. On note cet entier PPCM(m, n).

Exercice 5 : Déterminer PPCM(25,15) puis PPCM(7,13).
Exercice 6 : Démontrer que le PPCM de deux nombres premiers distincts est leur produit.

Propriété : Soit m et n deux entiers naturels, m > 2 et n > 2 et leur décomposition sur les mémes nombres
premiers, pi,py,-..., Pk, €n autorisant les exposants nuls.

=pMxpPx...xp™ d ti turel
n=p| xp, P, avec aj,as,...,a; des entiers naturels,

m= Pfl X sz X oo prk avec fi,Ba ..., fr des entiers naturels.
Alors :
e PGCD(m, n) = pnhi) o printazfe) o pmin(anf)
o PPCM(m, n) = pX(ht) o pmax(azfa) o jmax(aif)
Exercice 7 :

1) Déterminer la décomposition en facteurs premiers de 294.

2) En déduire le PPCM et le PGCD de 140 et 294.

IV Petit théoréeme de Fermat!

Théoréme : Soit p un nombre premier et a un entier naturel non multiple de p, alors |a?~! = 1[p]|

Exemple : 13 est premier et ne divise pas 4 donc 4!% = 1[13].
Démonstration 4
Corollaire : Soit p un nombre premier alors, pour tout entier naturel a, m

7 — 7 =
107=10[7) {10 =3[7]

Exemples : 7 est premier donc { 147 =17[7] 147 =0[7] °

Démonstration 5

1. Pierre de Fermat, né dans la premiére décennie du XVIle siécle, a Beaumont-de-Lomagne, preés de Montauban, et mort le
12 janvier 1665 a Castres, est un magistrat, polymathe et surtout mathématicien francais, surnommé « le prince des amateurs ».
Il est aussi poete, habile latiniste et helléniste, et s’est intéressé aux sciences et en particulier a la physique; on lui doit notam-
ment le principe de Fermat en optique. Il est particulierement connu pour avoir énoncé le dernier théoréme de Fermat, dont la
démonstration n’a été établie que plus de 300 ans plus tard par le mathématicien britannique Andrew Wiles en 1994.
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