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Fonctions et convexité

I Convexité d’une fonction

Soit f une fonction continue sur un intervalle I et €;sa courbe représentative dans un repére.
Définition : Pour deux points A et B de €/, la droite (AB) est appelée sécante de €;.
Graphiquement, trois cas sont possibles :

€ est au dessus de la sécante €; est au dessous de la sécante € coupe la sécante
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Définitions : f est convexe sur I si, sur cet intervalle, €;est au dessous de chacune de ses sécantes ;

f est concave sur I si, sur cet intervalle, €rest au dessus de chacune de ses sécantes.
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Exercice 1 : Graphiquement, parmi les fonctions e”, Vx , x_ et x”, déterminer celles qui sont
convexes, concaves ou ni convexes, ni concaves.

Propriété : Dans le plan est muni d’un repére, on considere les points A (x A3 Yal et Bxy; yB).

Un point M |(x,,; y,,| appartient & [AB] si, et seulement si,
xy=tx,+H1—1t]xp A

il existe un réel t €/0;1] tel que y
yM:tyA+(l—t)yB //

Démonstration 1 ¢ -/
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Théoréme : i

. . tf(x) + (1 —t)f(y)
f est convexe sur I si, et seulement si,

Fltz+ (1 -t)y)

pour tout x€I, yE€l et t€[0;1], fltx+[1—t|y|<t flx]+(1—¢] fly]

f est concave sur I si, et seulement si, Cy '@

pour tout x€I, y€l et tel0;1], f(tx+(1—t)y)>tf(x)+(l—t)f(y)
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Propriété : f est convexe sur I si, et seulement si, — f est concave sur L.

Exercice 2 : Indiquer graphiquement la convexité des fonctions —e”* sur IR et — Vx sur [0;+00].

II Convexité et dérivées

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I et €;sa courbe représentative dans un repére.
Théoréme : f est convexe sur I si, et seulement si, sa dérivée f * est croissante sur I.

f est concave sur I si, et seulement si, sa dérivée [’ est décroissante sur L.
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Fonctions et convexité

Exercice 3 : Soit la fonction f définie sur R par f(x|=x’—9x’+27x—9.
2

1) Montrer que f est dérivable sur IR et que f (x)=3(x—3)

2) En déduire les variations de f ’ et la convexité de f.

Définition : La fonction f est deux fois dérivable sur I lorsque sa dérivée f  est elle méme dérivable
sur I. Dans ce cas, la dérivée de f * est notée f .

Exercice 4 : Montrer que la fonction f|x|=x"—9x’+27x—9 est deux fois dérivable sur R
puis calculer f*’(x].

Théoréme : Soit f une fonction deux fois dérivable sur un intervalle I.
f est convexe sur I si, et seulement si, pour tout x€I, f*’(x|>0 ;
f est concave sur I si, et seulement si, pour tout x€I, f’ "(x]<0 ;

Démonstration 2

Exercice 5 : Pour la fonction f|x|=x’-9x’+27x-9 ;
1) Etudier le signe de f " ’(x].

2) Retrouver la convexité de f sur IR.

ITI Convexité et tangentes

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I et €;sa courbe représentative dans un repére.
Propriétés : Si f est convexe sur I alors €; est au dessus de ses tangentes.
Si f est concave sur I alors €; est au dessous de ses tangentes.

Démonstration 3

IV Points d’inflexion
Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I et €;sa courbe représentative dans un repére.
Définition : Soit A un point de €; et T, la tangente a €; au point A.

A est un point d’inflexion de €; lorsque €; traverse T, au point A. /

Exemple : L’origine du repére est un point d’inflexion de la courbe

représentative de la fonction cube. i
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Propriété : €; admet un point d’inflexion d’abscisse a si, et seulement si, f ° change de sens de
variation en a.

Exercice 6 : Montrer que la courbe représentative de la fonction f|x|=xe* admet un point
d’inflexion d’abscisse -2.

CC-BY-NC-SA 2/2 JM Lambert - Lycée Bellevue - Le Mans




	I Convexité d’une fonction
	II Convexité et dérivées
	III Convexité et tangentes
	IV Points d’inflexion

