Chapitre 3 Suites et comparaisons

Suites et comparaisons

I Limites et comparaisons

Théoréme de comparaison :

Soit (u,) et (v,) deux suites telles que, a partir d’un certain rang ny, u, <v,.
Si (u,) diverge vers +oo alors (v,) diverge aussi vers +co .

Autrement dit, si lim u, =+co alors lim v, =+o0.
n—+oo n—+oo

r

Illustration : y

(u,) en rouge

(v,) en bleu ' 4 ¢

Démonstration 1 |

Exercice 1 : b °
L e 9
Montrer que lim 4x(-1)"+3n=+o0 J

n—+oo

Y
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Théoréme analogue :

Soit (u,) et (v,) deux suites telles que, a partir d’un certain rang ny, u, <v,.
Si (v,) diverge vers —oco alors (u,) diverge aussi vers —oo .

Autrement dit, si lim v, =—oco alors lim u,=-c0.
n—+oo n—-+o0

Tllustration :

(1) en bleu s

(v,) en rouge

Exercice 2 :

Montrer que lim 2cos(n) — 3n% + 51 = —co

n—+oo

Propriété : Inégalité et limites
Soit (u,) et (v,) deux suites telles que, a partir d’un certain rang ny, u, <v,.
Si (u,)converge versl € R et (v,)converge vers!’eR alors I<I’.

Autrement dit, si lim u, =1 et lim v,=1" alors I<I".

n—+0co n—-+o00
Illustration : I
(u,) en rouge p ' - ] P
- - S
(v,) en bleu i S a|
l - ' !
. 7 (. . > 2 9
Exercice 3 : (u,) et (v,,) sont définies pour n > 1 par :
b
3x(-1)" 4x(-1)"tt
up=24 22XV oy 25 2XEDT ‘
n n 01 2 3 4 5 6 7 8 9 1011 12 13 14 15 16 17 18 19 20

Graphiquement, a partir de quel rang u, <v,? Comparer les limites des deux suites.
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Chapitre 3 Suites et comparaisons

II Limites et encadrements

Théoreme d’encadrement (ou théoreme des gendarmes) :

Soit (u,), (v,) et (w,) trois suites telles que, a partir d’un certain rang ngy, u, <v, < w,.
Si (u,) et (w,) convergent vers la méme limite e R alors (v,) converge aussi vers [.

Autrement dit, si lim u, =1 et lim w,=1 alors lim v,=1.

n—+0co n—+00 n—+00
Illustration :
»
(u,,) en vert P ]
L '_“:‘4'——0——1.—-1’—»—07
1
o ’ B N S == TP R = e
(v,) en rouge PE =
r/,nr’

(w,) en bleu

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30

sin(3n)

Exercice 4 : Soit (u,,) la suite définie pour tout entier n > 1 par u, =

Vn

Montrer que la suite (u,) est convergente et déterminer sa limite.

IIT Limite des suites géométriques
Propriété : La suite géométrique g" deraison —1<g<1 converge vers 0.

Démonstration 2
5x(=2)"

Exercice 5 : Soit (u,,) la suite définie pour tout entier n par u,, = 8 +
—_— 3n+1

Montrer que la suite (u,) est convergente et déterminer sa limite.

IV Convergence des suites monotones

Propriétés :

* Siune suite croissante est majorée alors elle est convergente. "

* Siune suite croissante n’est pas majorée alors elle est divergente.

* Si une suite décroissante est minorée alors elle est convergente.

* Si une suite décroissante n’est pas minorée alors elle est divergente.

0 1 2 3 456 7 8 5 10111213 14

Démonstration 3
. . o e 1
Exercice 6 : Soit (u,) la suite définie par uy =1 et, pour tout n € IN, u,,| = i, +3.

a) Montrer, par récurrence, que la suite (u,,) est majorée par 4.

)
b) En déduire que la suite (u,,) est croissante.
¢) Que peut-on conclure sur le comportement de la suite (#,) quand # tend vers l'infini ?
)

d) Comparer lim u, et lim u,,; eten déduire lim u,
n—+o00 n—+oo n—+oo
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