Chapitre 6 Fonctions et continuité

Fonctions et continuité

I Fonctions continues

Définitions : Soit f définie sur un intervalle ouvert I et a un réel appartenant a I.
* f est continue en a lorsque f admet une limite en a et que cette limite est f(a).
* f est continue sur I'intervalle I lorsqu’elle est continue en tout a € I.

Exemples : Retrouver les fonctions continues sur [0; 6] parmi celles représentées ci-dessous et justifier les
réponses.

Propriétés : Continuité des fonctions de référence.

* Les fonctions puissance x> x" avec n € IN sont continue sur R.
L 1 .
* La fonction inverse x+> — est continue sur |—oo; 0[ et sur ]0; +oo].
X

e La fonction racine carrée x i \/x est continue sur [0; +oo|.
* La fonction valeur absolue x> |x| est continue sur IR.

* La fonction exponentielle x> e* est continue sur IR.

Propriétés : Opérations et fonctions continues
* La somme et le produit de fonctions continues sur un intervalle I sont continues sur I.
* Si f et g sont deux fonctions continues sur un intervalle I et si g ne s’annule pas sur I alors le quotient

— est continue sur I.

* Soit f est une fonction continue sur un intervalle I et ¢ une fonction continue sur un intervalle J.
Si f(I) CJ alors go f est continue sur I.
Corollaire :
* Les fonctions polynomes sont continues sur R.
* Les fonctions rationnelles sont continues sur leur ensemble de définition.

Exercice 1 : Retrouver les fonctions continues sur [—1; +oo[ parmi les fonctions suivantes.

2 _ ' .
f(x):?’x_4 g(x)=vVx+1 h(x)=|2x+1]-7|3x-5| k(x):{ x2+651x<3 m(x):{ e*six<0

x—1 x“six>3 2x3-7six>0

Propriété : Toute fonction dérivable sur un intervalle I est continue sur I.
Démonstration 1

Remarque : La réciproque est fausse!

La fonction valeur absolue x> |x| est continue sur IR mais elle n’est pas dérivable en 0.

Démonstration 2
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Chapitre 6 Fonctions et continuité

II Théoreme des valeurs intermédiaires

1) Cas général

Théoréme : Soit f une fonction continue sur un intervalle [a; b] alors
toute valeur k, intermédiaire entre f(a) et f(b), est prise au moins une
fois par f.

Autrement dit, I’équation f(x) = k admet au moins une solution dans fla)
I'intervalle [a; b]. i

Remarques :
* Le TVI indique l'existence de solutions mais il ne donne ni leur valeur, ni leur nombre.
* Si f nest pas définie en a ou en b alors on peut remplacer f(a) par }Cigr;f(x) et f(b) par chiirll?f(x).
x>a x<b
* aet b peuvent aussi étre —oco et +oo.
Exercice 2 : Soit f la fonction définie sur R par f(x) = x> —3x% - 1.

Montrer que les équations f(x) =4 et f(x) = —2 admettent au moins une solution sur R.

2) Cas des fonctions strictement monotones

Corollaire : Soit f une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle [a; b] alors toute valeur
k, intermédiaire entre f(a) et f(b), est prise exactement une fois et une seule par f.

Autrement dit, I’équation f(x) = k admet une unique solution dans l'intervalle [a; b].

Cas d’une fonction strictement croissante. Cas d’une fonction strictement décroissante.
f(b)
fla)
f(“) f(b)
] i i
Of i «a b o ;7 «a b

Démonstration 3
Exercice 3 : Soit f la fonction définie sur R par f(x) = x> - 3x> - 1.

Déterminer le nombre de solutions des équations f(x) =4 et f(x) = -2 sur R.

III Théoreme du point fixe

Théoréme : Soit (u,,) une suite d’éléments d’un intervalle I définie par une relation de récurrence
uy1 = f(u,) ou f est une fonction continue sur I.

Si la suite (u,) converge vers ¢ € I alors ¢ est solution de ’équation f(x) = x.

Démonstration 4
3
U, +1°

Exercice 4 : Soit (u,) la suite définie par uy =1 et, pour tout n € N, u,,| =

On admet que (u,) converge et que pour tout n € IN, u,, € [0; 3]. Déterminer la limite de la suite (u,,).
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