Chapitre 9 Orthogonalité dans 1’espace

Orthogonalité dans l’espace

I Notion d’orthogonalité dans l’espace
Définitions :

* Deux droites sont orthogonales lorsque leurs paralléeles passant par un méme point sont perpendicu-
laires.

* Deux vecteurs non nuls sont orthogonaux lorsque les droites dirigée par ces vecteurs sont orthogo-
nales.

* Une droite est orthogonale a un plan lorsqu’elle est orthogonale a toutes les droites de ce plan.

Remarque : Deux droites orthogonales ne sont pas forcément perpendiculaires.

Exercice 1 : ABCDEFGH est un cube. . ' - G
1) Citer deux droites perpendiculaires. E
2) Citer deux droites orthogonales non perpendiculaires. i
3) Citer deux vecteurs orthogonaux. i I
4) Citer une droite et un plan orthogonaux. A 2

Propriété : Deux droites sont orthogonales si, et seulement si, leurs vecteurs directeurs sont orthogonaux.

Démonstration 1

Propriété : Une droite est orthogonale a un plan si, et seulement si, elle est orthogonale a deux droites
sécantes de ce plan.

Admis

D’
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Chapitre 9 Orthogonalité dans 1’espace

Propriété : Une droite est orthogonale a un plan si, et seulement si, un vecteur directeur de la droite est
orthogonal a une base de ce plan.

Démonstration 2

Définition : Soit A une droite orthogonale a un plan P.

Tout vecteur directeur de A est un vecteur normal au plan P.

Exercice 2 : ABCDE est une pyramide a base carrée.

Les faces latérales sont des triangles isoceles en E.

On note O le centre de la base ABCD.

Montrer que la droite (OE) est orthogonale au plan (ABC).

II Repere orthonormé de ’espace
: i X . - = o =
Soit (O; i,j,k ) un repere de l'espace et les points I, ] et K telsque i = OI, j = O] et k = OK.

Définition : Si les droites (OI), (OJ) et (OK) sont deux a deux perpendiculaires et si Ol = O] = OK alors le

N - > 7 . 2
repere (O ; 1,7,k )est dit orthonormeé .

Exemple : ABCDEFGH est un cube.
—_—— — —_— = —>
(A;AB,AD,AE) et (E;EP,EH,EA)

sont deux repéres orthonormés de l’espace.

ot~ ~-"-""-

IIT Produit scalaire dans ’espace

Spe egs . — RN
Définition : Soient u et v" deux vecteurs de I'espace

et les points A, B et C tels queﬂ):zﬁetW):XE). —
CE
Le produit scalaire de % et de ¥ est le produit sca-
. — - AZ B
laire dans le plan (ABC) des vecteurs AB et AC.
7V =AB-AC —
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On retrouve alors toutes les propriétés obtenues dans le plan.

— —
Propriété : Soient U et ¥ deux vecteurs de U'espace et les points A, B et C tels que W = AB et 7 = AC.
P p p q

e Si 7:1@:? ou 7:ﬁ:6 alors 7 -7 =0;
——>——>)

e Sinon 7-7:||7||><||7||xcos(?;?):ABxACxcos(AB;AC .

Exemple : ABCD est un tétraedre régulier d’aréte 4 cm.

—_— — — —

AB - AC :ABxACxcos(AB;AC)

_ - 8

AB-AC:4><4xcos(§)

—_— — 1 A
AB-AC =4x4x =8

B
Propriété : Soient 7 et ¥ deux vecteurs non nuls et trois points A, B et C tels que = AB et 7 = AC.
Soit H le projeté orthogonal de C sur (AB), alors:

« W-V =ABxAH siH €[AB);

e W -V =-ABxAH sinon.

I

Exercice 3: ABCDEFGH est un cube. £

Calculer les produits scalaires suivants :

_— =
1) AB-DG
—
2) HG - EC

—

3) DF -

!

=k
1

2]
b
O

Propriétés : Pour tous vecteurs u’, v, w et tout réel k,

2
7+7) =W+ 22U -V + V2
2
* Identités remarquables : 7 7) =UW2-2U -V +7V?
7+7).(7_7):72_72
- > > - — -
77 = (I + -1

* Identités de polarisation:{ 7.7 = (|| LI +|[T)? -7 _7”2)

- - - > - =

7 :z(”” + VP -7 - 7IP)

Exercice 4 : Soit i et ¥ deux vecteurs de I'espace tels que |[]| = 3, |[V]| =5 et |[ - V|| = V22.
Calculer la mesure principale de 'angle (7;7).

A v d —> . e
Proprlete : Deux vecteurs 1 et v sont orthogonaux si, et seulementsi, v - v =0

Démonstration 3
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Exercice 5 : ABCD est un tétraedre régulier.

— — — —
Calculer BA - BC et AB - BD.
En déduire que les droites (AB) et (CD) sont orthogonales.

IV Expression analytique du produit scalaire

e N , i dierd ,
Propriété : Dans un repére orthonormé (O ; 1,7,k ) de l’espace,

)

X x
S - — - -
soit W|y| et V|y'| alors ||[W]|=+x>+y2+2?| et |-V =xx'+yy +22"|
’
z z

Démonstration 4

: . , - - - ,
Corollaire : Dans un repere orthonormé (O ; 1,7,k ) de l'espace,

soit A(xa; Ya; za) et B(xp; yp; zg) alors |AB=+/(xg—xa)?+(yp—va)?+ (25— 24)? |

Exercice 6 : Retrouver analytiquement la longueur de la diagonale d’un cube.
Exercice 7 : Dans un repere orthonormé de l’espace, soit A(1; 5; —3), B(3; 9; 3) et C(9; 7; =7).
Démontrer que le triangle ABC est rectangle en A puis déterminer la mesure de I'angle ABC.
V Equation cartésienne d’une sphere
. N , ridirdiarrd
Lespace est muni d’un un repére orthonormé (O ; 1,7,k )

Propriété : La sphére de centre QQ(a; b ; c) et de rayon R a pour équation cartésienne :

(x—a)>+(y-b)*+(z—c)* = R?

Démonstration 5

Exemple : La sphére de centre )(2; —3; 4) et de rayon 5 a pour équation (x —2)> + (v + 3)> + (z—4)? = 25

CC-BY-NC-SA 4/6 JM Lambert - Lycée Bellevue - Le Mans



Chapitre 9 Orthogonalité dans 1’espace

VI Equation cartésienne d’un plan
. X , - > >
L’espace est muni d’un un repére orthonormé (O ; 1,7,k )

a
Propriété : Soit un vecteur non nul W|b| etun point A(x4; va; z4)
c

Le plan P passant par A dont un vecteur normal est 77 a pour équation cartésienne |ax+by+cz+d =0

oud=—(axs+bys+czy).

Démonstration 6

Exercice 8 :
1) Déterminer un vecteur normal au plan P d’équation cartésienne 2x—-3y+4z+1=0.

2) Déterminer une équation cartésienne du plan Q contenant le point A(-1; 2; 1) et de vecteur
3
normal 7 |-3|.
1

VII Projection orthogonale

1]1

, - 1 N . i diryd
L’espace est muni d’un un repere orthonormé (O ;i k )
Définitions :
* Le projeté orthogonal d’un point M sur un plan P est 'intersection de la droite orthogonale a P
passant par M avec le plan P.

* Le projeté orthogonal d’un point N sur une droite D est I'intersection du plan orthogonal a D passant
par N avec la droite D.

Exemple : Sur la figure ci-contre,

H est le projeté orthogonal du point M sur

le plan P. N
HE .
H est le projeté orthogonal du point N sur 7 !
la droite D. 1
D

Exercice 9 : Le plan P a pour équation cartésienne 3x+y—-z—-2=0.

Déterminer les coordonnées du projeté orthogonal de A(5; 1; 3) sur P.
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VIII Distance a un plan ou a une droite

v 5 . P
espace est muni d’un un repere orthonormé (O ; i, j, k |.

Définition : La distance d’un point M a un plan P est la plus petite des longueurs MN ou N € P.

Propriété : La distance d’un point M a un plan P est la distance MH ou H est le projeté orthogonal de M
sur P.

Démonstration 7

Propriété: Avec P:ax+by+cz+d =0, M(xyp; vm ;5 2m), quel quesoit N(xy; yn; 2y) € P.

INM -7 |axp+byy + czp +4d|

. ax cz

La distance du point M au plan Pest |d(M, P) = = ml_ M T oYM T C2m
Il Va2 + b2 +c2

. —> N
ou # est un vecteur normal a P.
Démonstration 8

Exercice 10 : Vérifier la formule dans les conditions de 1’exercice 9.

Définition : La distance d’un point M a une droite D est la plus petite des longueurs MN ou N € D.

Propriété : La distance d’un point M a une droite D est la distance MH ou H est le projeté orthogonal de
M sur D.

Démonstration 9

M
H
x=2t+1
Exercice 11 : La droite D a pour représentation paramétrique { y = —t , telR
z=t-1

Calculer la distance du point A(2; —1; 2) a la droite D.
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